
27/04/2020

1

Kwantitatieve analyse
Inferentiële statistiek

Prof. dr. Jannick Demanet

Academiejaar: 2019-2020

Inferentiële statistiek

 Drie verdelingen

Populatieverdeling

Verdeling van waarden van een variabele over de 
eenheden van een populatie

Steekproefverdeling

Verdeling van waarden van een variabele over de 
eenheden van een steekproef

SteekproeVENverdeling

Verdeling van een steekproefgrootheid, over alle 
mogelijke steekproeven met dezelfde n, 
getrokken uit dezelfde populatie

(gemiddelde, fractie, chi², …)
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Inferentiële statistiek

 Schat populatiewaarden obv steekproefwaarden

x, s, b, r, ...  µ, σ, β, ρ, …

 Stochastische variabele

Variabele waarbij waarde bepaald wordt door toeval

Steekproefgrootheden

Steekproevenverdeling gekend bij

Eenvoudig aselecte steekproef (EAS)

Grote n

Veel steekproefgrootheden volgen normaalverdeling
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µ

Centrale limietstelling

 Hoe groter n, hoe meer de steekproevenverdeling

van het steekproefgemiddelde de normaalverdeling 

benadert

 Zelfs als de populatieverdeling niet normaal is

Hoe groter afwijking normaalverdeling, hoe groter n

moet zijn

 In praktijk

Gebruik de perfecte normaalverdeling

en je gezond verstand
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CLS in actie

5

x
x

x

Inferentie voor het gemiddelde

µµ
xx

=

n

x

x

σσ =

x



27/04/2020

2

Inferentiële statistiek

 Steekproevenverdeling

Centraliteit

Onvertekende schatter

Spreiding

Variantie van de steekproevenverdeling

Hoe groter n, hoe lager spreiding

Wet van de grote getallen
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n

x

x

σσ =

10 observaties

1 observatie

Centraliteit en spreiding in actie
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Inferentiële statistiek

 Twee benaderingen:

1. Betrouwbaarheidsintervallen

Schat de populatieparameter aan de hand van de 

grootheden van de steekproef

2. Significantietoetsen

Test een assumptie over de populatieparameter 

aan de hand van de grootheden van de 

steekproef
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1. Betrouwbaarheidsintervallen

 Puntschatting <-> intervalschatting

BI = puntschatting + foutenmarge

Betrouwbaarheidsniveau

80%, 90%, 95%, 99%
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1. Betrouwbaarheidsintervallen

 Componenten van de foutenmarge

Standaardafwijking steekproevenverdeling: σx

Betrouwbaarheidsniveau: C = 1 - α
(α= kans op fout)

Bepaald door z* (van de standaardnormaalverdeling)

Volledige formule:
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σµσ ** +<<−

1. Betrouwbaarheidsinterval

 Hoe bepalen we z*?

z* uit de z-tabel, bij de passende p-waarde

12

-3 ,5 -3 ,0 -2 ,5 -2 ,0 -1 ,5 -1 ,0 -0 ,5 0 ,0 0 ,5 1 ,0 1 ,5 2 ,0 2 ,5 3 ,0
z

C

(1-C)/2(1-C)/2
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Normal distribution
 How to calculate?

Second step: look up p-value in z-table
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z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

-3.4 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002

-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003

-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005

-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007

-3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010

-2.9 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014

-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019

-2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026

-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036

-2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048

-2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064

-2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084

-2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110

-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143

-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183

-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233

-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294

-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367

-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455

-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559

-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681

-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823

-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985

-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170

-1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379

-0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611

-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867

-0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148

-0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451

-0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776

-0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121

-0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483

-0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859

-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247

0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641

1. Betrouwbaarheidsintervallen
 Hoe bepalen we z*?

z* uit de z-tabel, bij de passende p-waarde

C = 90%  z* = 1,645

C = 95%  z* = 1,96

C = 99%  z* = 2,576 14

-3 ,5 -3 ,0 -2 ,5 -2 ,0 -1 ,5 -1 ,0 -0 ,5 0 ,0 0 ,5 1 ,0 1 ,5 2 ,0 2 ,5 3 ,0
z

C

(1-C)/2(1-C)/2

1. Betrouwbaarheidsintervallen

 Keuze van het betrouwbaarheidsinterval

Accuraatheid

Informatie

 Spreiding bepaald door

Betrouwbaarheidsniveau

Standaardafwijking van de steekproevenverdeling

Steekproefgrootte n

15

n

x

n

x zz

σµσ ** +<<−

1. Betrouwbaarheidsintervallen

 Voorwaarden

Normaliteit in de steekproevenverdeling

EAS met onafhankelijke waarnemingen

Centrale limietstelling

σ is gekend

Nogal vreemd…

Lossen we later op!
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n

x

n
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σµσ ** +<<−

1. Betrouwbaarheidsintervallen

 Voorbeeld 1

Huur voor een garagebox in Gent in een EAS van 500

x = 210

σ = 100 (verondersteld gekend)

Vraag: Schat de gemiddelde huur in de populatie met een 95% BI.

Schatting?

x = 210

Foutenmarge?

z* = 1,96

m = 1,96*4,5 = 8,82

Betrouwbaarheidsinterval:

210 – 8,82 < µ < 210 + 8,82

201,18 < µ < 218,82
17

5,4
500

100 ==σ x

n

x

n

x zz

σµσ ** +<<−

1. Betrouwbaarheidsintervallen
 Voorbeeld 2

Greenpeace Vlaanderen voert een onderzoek uit. Ze 
willen onderzoeken hoeveel bomen er gemiddeld staan in de 
bossen van Vlaanderen. Uit vorig onderzoek weet men dat de 
standaardafwijking van het aantal bomen per bos 2483 
bedraagt. Uit een EAS van 83 bossen berekent men het 
gemiddelde van 8496.

1) Schat het gemiddeld aantal bomen met een 95%-BI.
2) Schat het gemiddeld aantal bomen met een 80%-BI. 

3) Zonder het te berekenen, zal het 85%-BI breder of 
smaller zijn dan het 80%-BI?

4) Zonder het te berekenen, zal een BI berekend op een 
steekproef van 100 bossen breder of smaller zijn dan 
die van Greenpeace?

18
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1. Betrouwbaarheidsintervallen

 Voorbeeld 2

Greenpeace Vlaanderen 

x = 8496

σ = 2483

n = 83

1) 95%-BI

8496 +/- 1,96*2483/ √83  [7961,91; 9030,19]

2) 80%-BI

8496 +/- 1,285*2483/√83  [8145.78; 8846,22]

3) 85%?

Breder

4) n = 100?

Smaller

19

n

x

n
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2. Significantietoetsen

 Test of een assumptie over een populatieparameter waar is, 

gebaseerd op steekproefgrootheden

Hier: over µ

Voorbeelden

De gemiddelde huurprijs van een garagebox in Gent is 

hoger dan het nationaal gemiddelde van € 254

Proximus weet dat mensen gemiddeld 6 personen per 

dag bellen. Flair denkt dat vrouwen daarvan 

verschillen. 

20

2. Significantietoetsen

 5 stappen bij elke significantietoets

1. Hypotheses
Nulhypothese

Wat je wil testen is niet waar

H0: µ = µ0

Alternatieve hypothese

Wat je wil testen is waar

Drie vormen:

Ha: µ ≠ µ0

Ha: µ > µ0

Ha: µ < µ0

Kies op basis van theorie, niet steekproefresultaat

Voor de rest van de significantietoets ga je ervan uit dat de  
nulhypothese waar is

21

2. Significantietoetsen

 5 stappen bij elke significantietoets

1. Hypotheses

Voorbeelden:
Een melkproducent garandeert dat er minstens
1000 ml melk in elke fles zit. Wij denken minder.

H0: µ = 1000

Ha: µ < 1000

We weten dat Europeanen gemiddeld 3 uur per dag 
naar schermen kijken. We willen testen of Europese 
studenten daarvan verschillen.

H0: µ = 3

Ha: µ ≠ 3

22

2. Significantietoetsen

2. Steekproevenverdeling

Doen alsof nulhypothese klopt

Hier: N(µ0, σ/√n)

3. Toetsingsgrootheid

Hoe ver is de steekproefgrootheid verwijderd van de  

populatiegrootheid, verondersteld in H0

Gestandaardiseerde afstand

23µ
0 x

n

x

z

/

0

σ
µ−

=

σ
µ−= x

zcf. 2. Significantietoetsen

4. Staartkans

Kans om deze waarde op de steekproefparameter of 
extremer te vinden onder de voorwaarde dat H0 waar is

Zoek p-waarde in de tabel (hier: z-tabel)

5. Conclusie

In praktijk:

Als p < 0,05  verwerp H0

Hoe kleiner p hoe meer bewijs tegen H0 

Significantieniveau (α)

p < ,05: 0,05-niveau of 5%-niveau (*)

p < ,01: 0,01-niveau of 1%-niveau (**)

p < ,001: 0,001-niveau or 0,1%-niveau (***)
24
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2. Significantietoetsen

 Eénzijdige versus tweezijdige toetsen

Hangt af van alternatieve hypothese

Ha: µ > µ0 : staartkans: P(Z ≥ z)

Ha: µ < µ0 : staartkans: P(Z ≤ z)

Ha: µ ≠ µ0 : staartkans: P(Z ≤ -z or Z ≥ z) = 2P(Z ≥ |z|)

25

µ
0 x

2. Significantietoetsen

 Twee types fouten

Type I: H0 verwerpen terwijl ze correct is (kans: α)

Type II: H0 aanvaarden terwijl ze fout is (kans: β)

26

β

α

H0 correct Ha correct

2. Significantietoetsen
 Voorbeeld:

We veronderstellen dat in Brussel de huur voor een garagebox 
hoger is dan in de rest van België, waar de huur gemiddeld € 
215 bedraagt, met een standaardafwijking van 40. We nemen 
een EAS van 16 boxen in Brussel, en we berekenen daarin het 
gemiddelde van € 245.  

1. Hypothesen

H0: µ = 215

Ha: µ > 215

2. Steekproevenverdeling

N(215, 40/√16)

3. Toetsingsgrootheid

z = (245-215)/(40/√16) = 3

4. Staartkans

27

n

x

z
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Normal distribution
 How to calculate?

Second step: look up p-value in z-table

28

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

-3.4 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002

-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003

-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005

-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007

-3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010

-2.9 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014

-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019

-2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026

-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036

-2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048

-2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064

-2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084

-2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110

-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143

-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183

-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233

-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294

-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367

-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455

-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559

-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681

-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823

-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985

-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170

-1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379

-0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611

-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867

-0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148

-0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451

-0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776

-0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121

-0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483

-0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859

-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247

0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641

2. Significantietoetsen
 Voorbeeld:

We veronderstellen dat in Brussel de huur voor een garagebox 
hoger is dan in de rest van België, waar de huur gemiddeld € 215 
bedraagt, met een standaardafwijking van 40. We nemen 
een EAS van 16 boxen in Brussel, en we berekenen daarin het 
gemiddelde van € 245.  

1. Hypothesen

H0: µ = 215

Ha: µ > 215

2. Steekproevenverdeling

N(215, 40/√16)

3. Toetsingsgrootheid

z = (245-215)/(40/√16) = 3

4. Staartkans

p(z>3) = 0,0013

5. Conclusie?

29

n

x

z

/

0

σ
µ−

=

2. Significantietoetsen
 Voorbeeld:

De toeristische dienst van de Belgische kust publiceert haar 
jaarlijkse rapport na de zomer. Ze beweren dat een 
gemiddelde van 267 ijsjes per dag werden verkocht, met een 
standaardafwijking van 15. De burgemeester van Oostende 
verwacht echter dat dat getal niet klopt voor zijn stad. Hij 
beveelt een onderzoek. In de EAS van 46 dagen bleek het 
gemiddelde 285 te zijn. 

1. Hypothesen

H0: µ = 267

Ha: µ ≠ 267

2. Steekproevenverdeling

N(267, 15/√46)

3. Toetsingsgrootheid

z = (285-267)/(15/√46)  = 8,14

4. Staartkans

p(z>8,14) < 0,0002

 Tweezijdig  p < 2*0,0002  p < 0,0004

5. Conclusie?
30
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2. Significantietoetsen

 Gebruik met verstand!

EAS, n groot genoeg

 Significantieniveau

Sterkte van bewijs

Maar afhankelijk van steekproefgrootte

 Belang van betrouwbaarheidsintervallen

Significantietoetsen

Is er een verschil

Betrouwbaarheidsintervallen

Schatting van populatiewaarde

 Let op voor herhaaldelijk testen!

Type I en II fouten worden over testen opgeteld

31

n

x

x

σσ =

Het σ-probleem

 Tot nu toe, kenden we σ

Redelijk onrealistisch

 Hoe lossen we dit op?

32

µµ
xx

=

n

sx

x

=σ���̅

t-verdeling

 Implicatie schatten σ door s

Meer onzekerheid

σx  SE (standard error  standaardfout)

z-verdeling  t-verdeling

 Kenmerken 

Hogere spreiding dan z-verdeling

Bepaald door µ, σ, en df

df = n – 1

Hoe hoger, hoe meer t lijkt op z

33 34

t-verdeling
 Voorbeeld:

De toeristische dienst van de Belgische kust publiceert haar 
jaarlijkse rapport na de zomer. Ze beweren dat een 
gemiddelde van 267 ijsjes per dag werden verkocht. De 
burgemeester van Oostende verwacht echter dat dat getal 
niet klopt voor zijn stad. Hij beveelt een onderzoek. In de EAS 
van  dagen bleek het gemiddelde 285 te zijn, met een 
standaardafwijking van 45. 

1. Hypothesen

H0: µ = 267

Ha: µ ≠ 267

2. Steekproevenverdeling

t(267, 45/√46) met df=45

3. Toetsingsgrootheid

t = (285-267)/(45/√46)  = 2,71

4. Staartkans

p(t>2,71) < 0,005

 Tweezijdig  p < 2*0,005  p < 0,01

5. Conclusie?
35

t-verdeling

 Voorbeeld:

We weten nu dat het gemiddelde in Oostende 

verschillend is van het nationaal gemiddelde. Schat het 

populatiegemiddelde voor Oostende met 95% 

betrouwbaarheid. (n=46, weet je nog)

Schatting:

x = 285

Foutenmarge:

t* = ?

36
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37

t-distribution
 Voorbeeld:

We weten nu dat het gemiddelde in Oostende 
verschillend is van het nationaal gemiddelde. Schat het 
populatiegemiddelde voor Oostende met 95% 
betrouwbaarheid. (n=46, weet je nog)

Schatting:

x = 285

Foutenmarge:

t* = 2,021

SE = 45/ √46 = 6,63

m = 2,021*6,63 = 13,41

BI:

285 – 13,41 < µ < 285 + 13,41

271,59 < µ < 298,41

38

t-verdeling
We weten dat, voor de hele populatie studenten aan de 
Universiteit Gent, het gemiddeld aantal pintjes per week 6,5 
bedraagt. We vragen ons nu af of de studenten sociologie 
hiervan verschillen. We namen een EAS van 132 
sociologiestudenten. Het gemiddelde in deze steekproef was 
8.19, met een standaardafwijking van 11. Kunnen we op het 
0.05-niveau besluiten dat de sociologiestudenten van alle 
UGent-studenten verschillen?

1. Hypothesen

H0: µ = 6,5

Ha: µ ≠ 6,5

2. Steekproevenverdeling

t(6,5, 11/√132) met df=131

3. Toetsingsgrootheid

t = (8,19-6,5)/(11/√132)  = 1,77

4. Staartkans

p(t>1,77) < 0,05

 Tweezijdig  p < 2*0,05  p < 0,1

5. Conclusie? 39






































































































